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Resumo
Neste artigo trataremos, de uma maneira pedago´gica, a forma em que pode ser constru´ıda uma estrutura
alge´brica para os processos de medida em Mecaˆnica Quaˆntica partindo do conceito de S´ımbolo de Medida,
concebido por Julian S. Schwinger, e que constitui pec¸a fundamental para seu formalismo variacional e suas
diferentes aplicac¸o˜es.
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Abstract
Here we deal in a pedagogical way with an approach to construct an algebraic structure for the Quantum
Mechanical measurement processes from the concept of Measurement Symbol. Such concept was conceived
by Julian S. Schwinger and constitutes a fundamental piece in his variational formalism and its several
applications.
Keywords: Quantum Mechanics, Quantum Measurement Theory.
1 Introduc¸a˜o
A formulac¸a˜o desenvolvida por Julian Seymour Schwinger para a derivac¸a˜o das amplitudes de probabilidade4
em Mecaˆnica Quaˆntica (M.Q.) prove´m de um extenso estudo que deu seu comec¸o com a ana´lise alternativa dos
processos de medida associados a` cinema´tica da Mecaˆnica Quaˆntica, ate´ a formulac¸a˜o do Princ´ıpio Variacional
que caracteriza a dinaˆmica desses processos. Schwinger foi fortemente influenciado pelos trabalhos de I. I.
Rabi entre 1931 e 1939 [1], que tratavam de experimentos sobre a interac¸a˜o de feixes de nu´cleos atoˆmicos,
ou mole´culas, com campos magne´ticos [2].
No ano de 1955, na confereˆncia de Les Houches [3], Schwinger expoˆs sua ide´ia sobre a construc¸a˜o de
uma a´lgebra partindo dos resultados nos processos de medida realizados sobre um sistema quaˆntico para a
obtenc¸a˜o de informac¸a˜o. Neste ponto, Schwinger comec¸ou pela revisa˜o da teoria cinema´tica desses processos
em M.Q. [4], [5], onde a motivac¸a˜o dada por Rabi interve´m. Dado que as part´ıculas com spin respondem
ante campos magne´ticos externos, elas podem ser separadas por aquela caracter´ıstica em um experimento
tipo Stern-Gerlach (S.G.).
Nos seus experimentos mentais, Schwinger tinha va´rios arranjos experimentais do tipo S.G., cada um
deles, possuindo a propriedade de fazer a escolha de uma caracter´ıstica gene´rica do sistema. Assim, este era
dividido em sistemas menores, cada um destes com uma caracter´ıstica em princ´ıpio bem definida. Desta
forma, precisando somente dos resultados das medidas para a caracterizac¸a˜o dos sistemas quaˆnticos, espera-se
que a M.Q. possa ser derivada diretamente de fatos experimentais.
Uma das primeiras exposic¸o˜es pedago´gicas sobre a formulac¸a˜o de Schwinger apareceu em [6]. Apresen-
taremos aqui uma versa˜o mais curta, ainda que completa, da descric¸a˜o cinema´tica da M.Q. na abordagem
de Schwinger.
Na primeira sec¸a˜o deste artigo, falaremos sobre a medida em sistemas cla´ssicos e veremos como ela
adquire importaˆncia quando as grandezas no sistema se fazem suficientemente pequenas. Depois, iremos
definir o conceito de S´ımbolo de Medida e construiremos o arcabouc¸o que origina os experimentos mentais,
1cassius@unifal-mg.edu.br
2pimentel@ift.unesp.br
3alrabef@ift.unesp.br
4Schwinger denominava as amplitudes de probabilidade (ou func¸o˜es de onda) de func¸o˜es de transformac¸a˜o. Os motivos disto
sera˜o esclarecidos mais adiante.
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permitindo compreender a estrutura matema´tica que rege os processos quaˆnticos no ato de medida; assim,
partindo da abstrac¸a˜o de tais processos e de como se da´ sua incideˆncia sobre o sistema, se mostrara´ a
importaˆncia da histo´ria na construc¸a˜o do mesmo. Desta forma, a ana´lise das medidas consecutivas realizadas
sobre um sistema ajudara´ a compreender como ele poderia ser preparado e, igualmente, como este poderia ser
caracterizado, levando, ao final, a uma importante relac¸a˜o entre os processos de medida e os fatos de escolha,
que sa˜o refletidos na interpretac¸a˜o estat´ıstica das func¸o˜es de transformac¸a˜o. Posteriormente, veremos como
as caracterizac¸o˜es de um sistema, por meio de dois observa´veis na˜o necessariamente compat´ıveis, podem se
tornar equivalentes com o uso de func¸o˜es de transformac¸a˜o e com um tipo especial de transformac¸a˜o chamada
de unita´ria que, fundamentalmente, preserva a informac¸a˜o que se possui do sistema, como a probabilidade ou
a norma de um vetor que represente um estado em um espac¸o de Hilbert. Assim, este tipo de transformac¸a˜o
permite o estudo da cinema´tica quaˆntica nos processos envolvidos.
Por u´ltimo, construiremos as estruturas convencionais nos processos cinema´ticos associados a` Mecaˆnica
Quaˆntica, e relacionaremos estes com estruturas num espac¸o vetorial.
2 A Medida em um Sistema F´ısico
Do ponto de vista cla´ssico, uma medida tem como idealizac¸a˜o que o efeito do aparelho de medic¸a˜o sobre
o sistema f´ısico de interesse e´ desprez´ıvel ou que na˜o o afeta de uma maneira aprecia´vel e, se isto ocorrer,
tal efeito pode ser compensado em uma forma estat´ıstica ou em uma forma mecaˆnica [4], [5], [7]. Mas a
interac¸a˜o entre o sistema e o aparelho de medida toma importaˆncia no momento que considerarmos sistemas
microsco´picos; nestes casos, na˜o ha´ interac¸a˜o que possa ser considerada pequena, o sistema pode ser alterado
facilmente, e o efeito da medida na˜o pode ser compensado por nenhum meio, dado que a sensibilidade do
sistema ante qualquer novo procedimento pode afeta´-lo e fazer com que os resultados obtidos na˜o representem
mais os estado anterior a` medida, ou sejam imprevis´ıveis.
Segundo esta ordem de ide´ias, podemos observar que a sensibilidade (a resposta) de um sistema diante
de determinados est´ımulos como a ac¸a˜o de medida, e´ baseada no fato de que, para obter informac¸a˜o do
sistema, temos que fazer uma troca de energia com ele. Assim, independentemente da sua escala, precisamos
introduzir energia no sistema e depois observar as formas em que ele reage; como, por exemplo, emitindo
algum tipo de radiac¸a˜o.
Desta forma, a ac¸a˜o de obtenc¸a˜o de informac¸a˜o, a ac¸a˜o de medida, pode ser simbolizada por meio
da quantidade R [8], que simboliza sua resposta ante est´ımulos externos, e que e´ dada pela raza˜o entre a
quantidade de energia ∆Em necessa´ria para induzir uma mudanc¸a no sistema e Es a energia total que possui
o sistema, de modo que
R =
∆Em
Es
. (1)
Dada a forma da construc¸a˜o de R, classicamente o menor valor que pode tomar para Es fixo e´ min(∆Em) = 0
e qualquer flutuac¸a˜o deste valor evidencia uma variac¸a˜o da energia no sistema. Disto podemos dizer que
o estado do sistema pode mudar depois de uma medic¸a˜o, ja´ que sua energia vai mudar de uma maneira
aprecia´vel. Entretanto, se levarmos esta ide´ia para sistemas microsco´picos, mantendo em conta a quantizac¸a˜o
da energia, esta proporc¸a˜o (1) deve estar relacionada com a constante de Planck h e, portanto, se obtemos
algum tipo de informac¸a˜o do sistema, na˜o pode existir um valor de ∆Em < αh
5, de tal forma que, no
n´ıvel microsco´pico, na˜o pode haver nenhuma medida que na˜o afete o sistema. Como temos visto,
o racioc´ınio trata sobre a produc¸a˜o de uma mudanc¸a na energia do sistema originada por uma medic¸a˜o e,
portanto, o objetivo da medida em sistemas quaˆnticos sera´ caracterizar o que ocorre no sistema quando
estes procedimentos sa˜o efetuados. Assim, quantificar de certa forma a incideˆncia de uma medida sobre
um sistema microsco´pico, ao estudar os poss´ıveis resultados e as relac¸o˜es que eles teˆm, sera´ o objetivo das
pro´ximas sec¸o˜es.
3 Simbologia da Medida
Quando medimos alguma caracter´ıstica espec´ıfica de um sistema, por exemplo a quantidade A, podemos
em princ´ıpio obter uma grande quantidade de resultados, como {a1, a2, a3, a4, ...}, classificados pela sua
grandeza. Chamaremos genericamente de observa´vel a` quantidade A com que vai se caracterizar o sistema
e ao conjunto de nu´meros E[A] = {aj}, com j como ı´ndice do conjunto 6, o espectro de A. Um sistema
5α e´ uma constante que modifica a expressa˜o para unidades de energia.
6Nota-se que o conjunto dos ı´ndices j ou k com j, k ⊆ N , e´ j = {0, 1, 2, ..., n}; se o espectro for cont´ınuo esta notac¸a˜o deve
ser entendida como fazendo refereˆncia a um intervalo nos nu´meros reais.
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pode ser descrito por um nu´mero infinito de observa´veis, A, B, C, D, E,..., que tera˜o espectros E[A], E[B],
E[C], E[D],..., mas cada uma destas descric¸o˜es representara´ de maneira u´nica o sistema.
Para poder exemplificar um pouco mais as ide´ias anteriores, suponhamos um feixe de part´ıculas que pode
se considerar como um grande conjunto de sistemas, em que cada um deles pode ter um valor bem definido
aj de A, e onde cada sistema pode se separar do conjunto por um processo de filtragem tipo Stern-Gerlach.
Cada sub-sistema resultante com valor aj , se diz estar no estado aj . O processo de medida pode ser ilustrado
na Figura 3, sobre este tipo de processos construiremos a a´lgebra de medida.
Figura 1: O feixe ingressante de part´ıculas, sistema, representado pelo quadro cinza-escuro e´ filtrado ex-
traindo um feixe emergente de part´ıculas no qual os constituentes teˆm o valor aj de A.
As relac¸o˜es entre tais s´ımbolos fixam uma se´rie de operac¸o˜es que sera˜o analisadas a seguir.
4 Relac¸o˜es Entre Medidas Sucessivas
As relac¸o˜es entre os s´ımbolos de medida expressam a esseˆncia dos processos de selec¸a˜o. Assim, a cada medida
realizada sobre o sistema e´ assinalado um s´ımbolo Maj que representa uma selec¸a˜o dos estados com o valor
aj e rejeita aqueles que se encontram em um estado diferente. Como foi visto na sec¸a˜o anterior, os s´ımbolos
sa˜o rotulados pela quantidade que esta´ sendo medida. Assim, o nu´mero de s´ımbolos de medida que temos
corresponde ao valor ma´ximo de estados do conjunto {j}, max [j]. As relac¸o˜es seguintes sa˜o deduzidas
das caracter´ısticas dadas para os s´ımbolos de medida e, portanto, expressam somente a forma em que estes
operam em conjunto. Dependendo, assim, da forma como sa˜o realizadas as medidas, temos que:
1. A soma de dois s´ımbolos de medida, representada da seguinte forma:
Figura 2: Esta ac¸a˜o corresponde a` medic¸a˜o que aceita estados que teˆm o valor a1 ou a2 sem fazer distinc¸a˜o
alguma.
Este processo e´ realizado simultaneamente, sendo que esta medida e´ menos seletiva admitindo sistemas
no estado a1 ou no estado a2 e produz sub-ensembles associados aos subconjuntos de E[A] para este
caso em especial. Assim, de uma maneira mais geral, tambe´m e´ va´lida para mais s´ımbolos de medida
onde temos, ale´m disso, associatividade.
Figura 3: Neste esquema, se mostra como atua a medida de treˆs caracteristicas simultaˆneamente.
Assim obtemos
(Ma1 +Ma2) +Ma3 = Ma1 + (Ma2 +Ma3) . (2)
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Com estas propriedades, podemos inferir duas implicac¸o˜es fundamentais: a primeira e´ assinalar um
s´ımbolo para o processo de medic¸a˜o que deixa passar todos os estados sem distinc¸a˜o, o s´ımbolo para
este processo sera´ 1, que designaremos como Medida Completa, e que pode ser representado da seguinte
forma:
Figura 4: A representac¸a˜o da unidade como a soma de todos os simbolos associados a um observavel, mostra
que fazer com que o sistema pase por todos os filtros o deixa passar inteiro.
Assim, temos que
N∑
k=0
Mak = 1, (3)
e a segunda e´ dada por completude, podendo ser definido o s´ımbolo 0 que significa que ha´ um processo
que rejeita qualquer estado.
2. O produto de dois s´ımbolos de medida Ma1Ma2 , e cuja leitura e´ realizada da direita para esquerda,
e que pode ser representado da seguinte forma:
Figura 5: Este processo simboliza a filtragem de todos os sistemas que teˆm o valor de a1 dos sistemas
emergentes do processo Ma2 , se a2 6= a1 a segunda filtragem vai rejeitar os sistemas provenientes do primeiro
processo, assim o resultado sera´ nulo e podera´ ser caracterizado pelo s´ımbolo 0. Entretanto, se a2 = a1 o
resultado do processo na˜o e´ mais nulo.
Portanto, podemos por meio da seguinte quantidade
δ(a2, a1) =
{
1 a2 = a1
0 a2 6= a1 , (4)
representar os resultados anteriores como
Ma1Ma2 = δ(a2, a1)Ma2 , (5)
podemos ver que temos
Ma2Ma2 = Ma2 , (6)
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o que mostra que estes s´ımbolos sa˜o idempotentes.
As relac¸o˜es anteriores permitem identificar os Ma com elementos de uma a´lgebra. Na tabela 1 esta˜o
resumidas as propriedades dos elementos de medida.
Operac¸a˜o Existeˆncia
1 ·Ma = Ma · 1 = Ma Existe elemento identidade para o produto
0 ·Ma = Ma · 0 = 0 Existe elemento nulo para o produto
Ma + 0 = Ma Existe elemento identidade para a soma
Tabela 1: Elementos da A´lgebra de Medida
4.1 Medic¸a˜o de Observa´veis Compat´ıveis
Dois observa´veis A1 e A2 sa˜o ditos compat´ıveis se, filtrado do sistema um estado associado ao valor a11 de A
1
uma filtragem posterior de algum valor a21 pertencente ao observa´vel A
2 na˜o altera a informac¸a˜o adquirida
no primeiro esta´gio da medic¸a˜o. Desta forma, o sistema possuira´, com certeza, os valores a11 e a
2
1 de uma
maneira bem definida e simultaˆnea7.
Figura 6: O feixe ingressante ao segundo esta´gio do processo tem o valor a11 para o observ;avel A
1, a filtragem
posterior filtra o valor a21 para A
2, e o sistema final tem os valores a11 e a
2
1.
Um s´ımbolo para uma operac¸a˜o como esta pode ser constru´ıdo da seguinte forma:
Ma21a11 = Ma21Ma11 = Ma11Ma21 . (7)
O fato de que as medic¸o˜es efetuadas sejam operac¸o˜es compat´ıveis permite que comutem, logo, temos
Ma1a2...amax[j] =
max[j]∏
k=1
Mak . (8)
O maior conjunto de observa´veis A =
{
A1, A2, A3, A4...
}
com que se pode caracterizar um sistema e´ chamado
de maximal. Com este conjunto podemos ter o ma´ximo conhecimento do sistema. Assim, a medida de
qualquer propriedade que na˜o pertenc¸a ao conjunto, ou que na˜o possa ser expressa como uma combinac¸a˜o dos
elementos deste, vai alterar o estado do sistema mudando o conhecimento ganho antes da u´ltima medic¸a˜o.
Estes novos s´ımbolos teˆm as mesmas propriedades dos s´ımbolos Mak
8.
7Em ajk, o indice k esta´ relacionado com o lugar do elemento no conjunto E[A
j ] = {ajk} = {aj1, aj2, ...}, com k = {1, ..., N};
e o ı´ndice j, esta´ relacionado com o observa´vel, quando ele pertence a uma famı´lia de caracter´ısticas compat´ıveis A = {Aj} =
{A1, A2, ...}, com j = {1, ..., n}.
8O delta de Kronecker para uma medida consecutiva de dois conjuntos de observa´veis compat´ıveis e´ simbolizado por
δ(a1a2a3a4a5a6...amax[j], a
′
1a
′
2a
′
3a
′
4a
′
5a
′
6...a
′
max[j]) =
max[j]∏
k=1
δ
(
ak, a
′
k
)
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A partir da pro´xima sec¸a˜o usaremos uma notac¸a˜o de a para nos referir a um elemento gene´rico aj ∈
E[A] associado ao observa´vel A, dado que agora trataremos com operac¸o˜es gene´ricas entre os elementos de
diferentes conjuntos.
4.2 Medic¸a˜o de Observa´veis na˜o Compat´ıveis
Nesta sec¸a˜o estudaremos os sistemas que mudam seu estado ao fazermos medidas deles, ja´ que estes tipos
de eventos descrevem de uma forma mais veross´ımil os resultados de medidas reais. Desta forma, temos que
estudar as medic¸o˜es de observa´veis na˜o-compat´ıveis.
Dada a possibilidade de descrever um sistema por va´rios observa´veis, temos que se o sistema estiver
descrito por um observa´vel A⇒ {E[A],Ma}, este tambe´m poderia estar bem descrito por B ⇒ {E[B],Mb}9.
Assim, para comec¸armos esse estudo, devemos analisar a possibilidade de construir um s´ımbolo que represente
as medidas consecutivas de quantidades que pertenc¸am a conjuntos de observa´veis que na˜o sa˜o compat´ıveis
entre si. Um processo como este envolve a medida consecutiva de, pelo menos, dois observa´veis, como
a medida representada por MaMb. Se analisarmos este processo, vemos que pode ser representado pelo
seguinte esquema
Figura 7: Esta sequ¨eˆncia de medidas, em especial, escolhe subsistemas que teˆm alguma propriedade b de B
e, em seguida sa˜o medidos no sistema (feixe) emergente aqueles subsistemas que tenham o valor a de A.
Dadas as caracter´ısticas dos s´ımbolos de medida ate´ agora estudados, e o fato que existe uma mudanc¸a
na descric¸a˜o do sistema, este processo na˜o pode ser representado por meio dos s´ımbolos de medida ate´ agora
conhecidos. Portanto, nosso conjunto de relac¸o˜es tem que ser aumentado com um novo tipo de s´ımbolo.
Se analisarmos a representac¸a˜o do processo dada na figura 4.2, observamos que a mudanc¸a de repre-
sentac¸a˜o envolve a existeˆncia de uma escolha de um estado com a propriedade a de A entre aqueles emergentes
do esta´gio de medida que fez a escolha de b de B. Tal s´ımbolo pode ser
MaMb = 〈a|b〉M ba, (9)
onde o s´ımbolo M ba vai representar o processo pelo qual um feixe incidente em um estado de entrada b e´
mudado para um estado de sa´ıda a, e o s´ımbolo 〈a|b〉 representa a transformac¸a˜o entre as duas representac¸o˜es
A e B10. Assim, para uma se´rie de medidas consecutivas
M baM
d
c , (10)
tomamos um feixe no estado d de D e o transformamos em um feixe no estado c de C. Em seguida e´ realizada
outra medida em que so´ sa˜o aceitos sistemas com o valor b de B entre aqueles estados que sa˜o originados na
sa´ıda do primeiro processo, e os mesmos sa˜o transformados em estados com o valor bem definido a de A.
Para uma medida tal como a anterior, temos um resultado l´ıquido de receber um sistema num estado d
de D e transforma´-lo num estado a de A. Como cada s´ımbolo de medida representa um esta´gio da medic¸a˜o,
como resultado final, temos uma mudanc¸a na representac¸a˜o do sistema dada pelos observa´veis B e C, e
expressa pela quantidade 〈b|c〉. Assim, podemos representar o produto destes s´ımbolos da seguinte forma
M baM
d
c = 〈b|c〉Mda . (11)
9Usamos a notac¸a˜o A ⇒ {E[A],Ma}, para dizer que o observa´vel A tem associado um espectro E[A] e um conjunto de
s´ımbolos de medida Ma.
10O processo em que na˜o ha´ nenhuma mudanc¸a pode ser simbolizado por Maa ; este s´ımbolo e´ equivalente ao processo Ma.
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Se fizermos o processo na ordem contra´ria, temos que
MdcM
b
a = 〈d|a〉M bc , (12)
o que nos mostra que os s´ımbolos de medida para observa´veis na˜o-compat´ıveis na˜o sa˜o comutativos, i.e.,
M baM
d
c 6= MdcM ba. (13)
A mudanc¸a de representac¸a˜o, dada pelo s´ımbolo 〈a|b〉, que e´ situada quando fazemos uma medida como
em (9), implica que alguns destes estados podem na˜o passar pelo processo de filtragem, ja´ que nada garante
que todos estejam neste estado. Isso difere do caso onde temos uma medida que aceita ou rejeita todos os
estado ingressantes, como pode ser estabelecido se temos estados do mesmo observa´vel,
Ma1Ma2 = δ(a2, a1)M
a1
a2 . (14)
Desta forma o complemento introduzido a` simbologia de medida, 〈a|b〉, expressa a possibilidade de uma
medic¸a˜o na˜o nula da propriedade a sobre o sistema emergente do processo de filtragem do primeiro esta´gio
de medic¸a˜o que mostrou o valor b. Este e´ o elemento que conte´m a relac¸a˜o estat´ıstica, dado que se tem, de
fato, uma espe´cie de escolha entre os sistemas no estado b.
5 Func¸o˜es de Transformac¸a˜o
Os elementos 〈a|b〉, associados a` transformac¸a˜o entre caracterizac¸o˜es, ou mudanc¸as de representac¸a˜o, de um
mesmo sistema quaˆntico, sa˜o de grande importaˆncia no entendimento dos efeitos das ac¸o˜es de medida em
sistemas microsco´picos11. Esses elementos, que chamaremos de agora em diante Func¸o˜es de Transformac¸a˜o,
relacionam as medidas realizadas sobre um sistema com a ajuda de dois observa´veis, geralmente na˜o com-
pat´ıveis. Dado que cada s´ımbolo de medida, seja Ma = M
a
a ou M
b
a, representa um esta´gio ou unidade no
processo de medic¸a˜o, temos que pelas relac¸o˜es entre os s´ımbolos de medida, como em (9), os processos MaM
c
b
e M baMc, podem ser postos como um s´ımbolo so´, ou seja,
MaM
c
b = 〈a|b〉M ca e, M baMc = 〈b|c〉M ca, (15)
onde temos em conta os estados inicial e final, combinado com a func¸a˜o de transformac¸a˜o entre os dois
processos.
Figura 8: Neste esquema, podemos entender como se da´ a mudanc¸a de representac¸a˜o de um sistema.
11Dado que esses elementos tem uma relac¸a˜o com a estat´ıstica de selec¸a˜o de estados, vamos toma´-los como pertencentes a
um corpo de nu´meros que comutam com os s´ımbolos de medida.
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Agora, se usarmos os conceitos de medida completa e as relac¸o˜es dadas em (15) e (9), temos que, se
realizarmos uma medida completa na metade do processo que representa as medidas consecutivas MaMb,
podemos observar que
MaMb = 〈a|b〉M ba = Ma
(∑
c
Mc
)
Mb =
∑
c
〈a|c〉 〈c|b〉M ba. (16)
Se compararmos ambos resultados, podemos extrair que
〈a|b〉 =
∑
c
〈a|c〉 〈c|b〉 . (17)
Agora, se adotarmos a notac¸a˜o ∑
c
|c〉 〈c| = 1, (18)
podemos inferir uma importante relac¸a˜o:
Mc = |c〉 〈c| . (19)
As considerac¸o˜es anteriores a respeito das transformac¸o˜es entre medidas tambe´m nos permitem identificar
a forma dos s´ımbolos Mab da seguinte maneira: se fizermos uma medida completa na sa´ıda do processo
representado pelo s´ımbolo Ma, podemos ver que o resultado pode ser expresso como combinac¸a˜o linear dos
s´ımbolos associados com Mb da seguinte forma,
1Ma =
∑
c
McMa =
∑
b
〈b|a〉Mab , (20)
ou, de forma equivalente, por meio de (19):
1Ma =
(∑
b
|b〉 〈b|
)
|a〉 〈a| . (21)
Assim, por comparac¸a˜o, podemos fazer a seguinte relac¸a˜o
Mab = |b〉 〈a| . (22)
Como consequeˆncia, temos que, se identificarmos b = a′ em (16), obtemos
MaMa′ = 〈a|a′〉Ma′a , (23)
a qual sera´ nula, se na˜o tivermos a′ = a, o que nos mostra que
〈a|a′〉 = δ(a, a′), (24)
que e´ o delta de Kronecker, obtido anteriormente em (4).
Como foi comentado na sec¸a˜o anterior, o fato que entre duas medic¸o˜es de dois observa´veis na˜o compa-
tiveis possa passar parcial ou totalmente o feixe incidente, mostra que func¸o˜es de transformac¸a˜o podem ser
interpretadas como um fator que diz o qua˜o compativeis sa˜o os observa´veis. Ale´m disto, tambe´m pode-se
inferir que em (12) 〈d|a〉 esta´ relacionada com a possibilidade de que nos sistemas com valor a de A possam
ser medidos estados com valor d de D, o que esta´ relacionado com a interpretac¸a˜o estat´ıstica que sera´ dada
mais adiante.
6 O Trac¸o
A func¸a˜o de transformac¸a˜o 〈a|b〉 pode ser considerada como um funcional linear do s´ımbolo de medida Mab ,
ja´ que ela esta´ diretamente relacionada com as transformac¸o˜es das medidas realizadas de quantidades na˜o
compat´ıveis. Tal correspondeˆncia e´ chamada trac¸o e tem a seguinte forma:
Tr {Mab } = Tr {|b〉 〈a|} = 〈a|b〉 , (25)
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esta forma espec´ıfica vem do fato de que o corpo nume´rico trabalhado aqui como escalares sa˜o os nu´meros
complexos12. Assim, se o elemento de medida pertence a` filtragem de um par de observaveis compativeis,
tem-se
Tr {Maa } = 〈a|a〉 = δ (a, a) , (26)
e
Tr
{
M bb = Mb
}
= 1. (27)
Tambe´m podemos ver que o trac¸o de um produto de s´ımbolos de medida e´ dado por
Tr {M cdMab } = Tr {|d〉 〈c|b〉 〈a|} = Tr {〈c|b〉Mad } = 〈c|b〉 〈a|d〉 , (28)
e o trac¸o do produto invertido e´ dado por
Tr {MabM cd} = Tr {〈a|d〉M cb } = 〈a|d〉 〈c|b〉 , (29)
desta forma, comparando (28) com (29), vemos que o trac¸o de um produto de s´ımbolos de medida e´ comu-
tativo, embora o produto dos s´ımbolos na˜o o seja.
7 Interpretac¸a˜o Estat´ıstica
Dadas as observac¸o˜es nas sec¸o˜es anteriores, temos claro que existe uma importante componente estat´ıstica
no sentido de como podemos interpretar o resultado das medic¸o˜es sobre um sistema, e como essas deveriam
ser interpretadas. Um dos resultados mais relevantes, e´ que se temos duas descric¸o˜es do mesmo sistema por
meio dos estados {ai} ∈ E[A] e {bj} ∈ E[B] associados com dois observa´veis diferentes A e B, estas duas
descric¸o˜es podem ser relacionadas pelo conjunto de func¸o˜es de transformac¸a˜o {〈ai|bj〉}i,j . Se definimos dois
conjuntos de elementos {λ(a)} e {λ(b)} podemos ver que, se redefinimos os s´ımbolos de medida como
Mab → λ(a)Mab λ−1(b) (30)
e as func¸o˜es de transformac¸a˜o como
〈a|b〉 → λ−1(a) 〈a|b〉λ(b), (31)
as operac¸o˜es entre os elementos da a´lgebra de medida na˜o sa˜o alteradas. Dado isto, temos que as func¸o˜es
de transformac¸a˜o 〈a|b〉 na˜o podem ter um significado f´ısico direto, pelo fato de que na˜o sa˜o univocamente
definidas, dada a arbitrariedade dos fatores λ.
A interpretac¸a˜o estat´ıstica se da´ pelo argumento usado para o entendimento do significado do s´ımbolo
MabM
c
d . Como pode-se ver, no esta´gio intermedia´rio deste processo, no feixe com a propriedade d do ob-
serva´vel D resultante do processo inicial M cd , se faz uma nova medida, mas agora da propriedade a do
observa´vel A, associada ao s´ımbolo Mab . Assim, este fato pode ser tomado como um processo estat´ıstico,
dado que temos um conjunto de sistemas num estado d de D, ha´ um ato de ”escolha”, ao medir entre eles
o estado a de A. Isto equivale a interpretar o s´ımbolo 〈d|a〉, como alguma quantidade relacionada com a
probabilidade de encontrar um sistema no estado d quando temos um ensemble no estado a.
Para exemplificar um pouco mais a interpretac¸a˜o anterior, podemos considerar o seguinte procedimento
de medida,
MbMaMb = 〈b|a〉Mb 〈a|b〉 (32)
= 〈b|a〉 〈a|b〉Mb,
neste processo, aparentemente, na˜o acontece nada, no sentido que sa˜o recebidos sistemas com a propriedade
b de B e os estados de sa´ıda teˆm, em princ´ıpio, a mesma propriedade. Mas a passagem pela filtragem
intermedia´ria, a medic¸a˜o efetuada pelo s´ımbolo Ma, origina a necessidade de que, para obter algum resultado
na˜o nulo no esta´gio final da medida, as transformac¸o˜es entre os estados de b→ a e, de novo, a→ b, teˆm que
ser poss´ıveis, o que pode ser representado pelo s´ımbolo
p (a|b) = 〈b|a〉 〈a|b〉 , (33)
que, nesta primeira abordagem, refere-se a` transformac¸a˜o sucessiva entre os dois sistemas. Este novo s´ımbolo
e´ invariante frente a` transformac¸a˜o (31), dado que
p (a|b) = 〈b|a〉 〈a|b〉 = λ−1(b) 〈b|a〉λ(a)λ−1(a) 〈a|b〉λ(b) (34)
= 〈b|a〉 〈a|b〉 ,
12Pode ser usado um outro corpo de nu´meros, como sa˜o os quaternions que podem ser vistos em [9], e [10].
9
o que faz deste um objeto que, ale´m de estar univocamente definido, pode ser relacionado diretamente com
uma interpretac¸a˜o13 estat´ıstica como a probabilidade de encontrar o sistema no estado a quando e´ executada
uma medic¸a˜o sobre um sistema que se encontra no estado b.
Se fizermos uma filtragem na˜o-seletiva sobre todos os estados membros do conjunto associado com o
observa´vel A,
Mb1ˆMb =
∑
a
MbMaMb =
∑
a
〈b|a〉 〈a|b〉Mb (35)
=
∑
a
p (a|b)Mb,
podemos encontrar que a quantidade p (a|b), e´ normalizada a` unidade∑
a
p (a|b) = 1. (36)
Uma outra caracter´ıstica deste s´ımbolo e´ a sua simetria, ou seja, a probabilidade de que o sistema passe de
a→ b, e´ a mesma que b→ a, assim:
p (a|b) = p (b|a) . (37)
Ale´m das propriedades encontradas para a probabilidade, temos outra apreciac¸a˜o. Dado que os processos
estudados anteriormente envolvem a transic¸a˜o entre dois estados, a determinac¸a˜o de cada um destes estados
envolve tambe´m dois processos de medida. Desta maneira, existe a probabilidade de que somente uma
frac¸a˜o, todos ou nenhum dos estados envolvidos no primeiro esta´gio do processo de medida sejam aceitos no
segundo esta´gio. Isto significa que existem dois valores extremos para a frac¸a˜o de estados que passa; que e´ 1
se passar a totalidade ou, 0 se na˜o passar nenhum. Ou seja, a probabilidade p (a|b) esta´ entre os dois limites,
0 ≤ p (a|b) ≤ 1.
Supondo que o nu´mero 〈b|a〉 e´ um nu´mero complexo e, dado que a probabilidade e´ um nu´mero real maior
que zero, podemos tomar 〈b|a〉 = 〈a|b〉, o que garante que,
p (a|b) = 〈a|b〉 〈a|b〉 = |〈a|b〉|2 ≥ 0. (38)
Um fato interessante desta escolha e´ a de que os conjuntos {λ(a)} e {λ(b)} devem ser tais que a proba-
bilidade seja independente deles, assim temos que se
〈a|b〉 = λ−1(a) 〈a|b〉λ(b), (39)
〈a|b〉 = λ−1(a)〈a|b〉λ(b), (40)
〈b|a〉 = λ−1(b) 〈b|a〉λ(a), (41)
multiplicando (39) e (40) e exigindo a invariaˆncia do resultado obtemos
λ(b)λ(b) = 1,
λ−1(a)λ−1(a) = 1,
o que significa que
λ(a) = λ−1(a). (42)
Desta forma, podemos ver que pode-se associar uma representac¸a˜o exponencial a estes nu´meros como uma
fase da forma:
λ(a) = eiϕ(a), (43)
dependendo somente do elemento do espectro. O valor assumido pelas fases ϕ(a) e´ arbitra´rio e na˜o afeta o
resultado das medic¸o˜es de uma forma direta, ja´ que as probabilidades independem desta fase.
13Interpretac¸a˜o que e´, basicamente, derivada da selec¸a˜o do elemento dentre um conjunto de resultados poss´ıveis.
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7.1 O S´ımbolo de Medida Adjunto
O fato que
p (a|b) = p (b|a) , (44)
envolve a existeˆncia de uma equivaleˆncia entre os processos representados pelos s´ımbolos de medida MaMb
e, seu processo inverso14, o s´ımbolo MbMa. Podemos ver que, tomando (9)
MaMb = 〈a|b〉M ba e, MbMa = 〈b|a〉Mab , (45)
e estabelecendo a conexa˜o entre os os processos anteriormente representados com a seguinte convenc¸a˜o
(MaMb)
†
= MbMa, (46)
onde o s´ımbolo † significa15 a operac¸a˜o adjunta. Temos que
(MaMb)
†
= 〈a|b〉 (M ba)† = 〈a|b〉Mab = MbMa = 〈b|a〉Mab , (47)
nos mostra que16
〈a|b〉 = 〈b|a〉 . (48)
Temos como um caso especial
(MaMa′)
†
= Ma′Ma, (49)
onde pela igualdade δ(a′, a) = δ(a, a′) temos a particularidade que
M†a = Ma, (50)
o que define este s´ımbolo como auto-adjunto, ou seja igual a seu adjunto.
Para a soma, e demais operac¸o˜es entre os s´ımbolos de medida pode-se resumir em
(X + Y )
†
= X† + Y †, (51)
(X · Y )† = Y † ·X†, (52)
(λ · Y )† = λ · Y †. (53)
7.2 A´lgebra Conjugada
O uso dos nu´meros complexos como escalares na a´lgebra de medida implica na existeˆncia de uma a´lgebra
conjugada, uma transformac¸a˜o, na qual todos os nu´meros sa˜o trocados pelos seus complexos conjugados.
Assim,
(X + Y ) = X + Y , (54)
(X · Y ) = X · Y , (55)
(λ · Y ) = λ · Y . (56)
A formac¸a˜o do adjunto dentro da a´lgebra conjugada dos s´ımbolos de medida tem a forma geral de
XT = X
†
= X†,
e recebe o nome de transposic¸a˜o, possuindo as propriedades:
(X + Y )
T
= XT + Y T (XY )
T
= Y TXT (λY )
T
= λY T .
Essa operac¸a˜o deve ser diferenciada da operac¸a˜o de achar o adjunto, pois esta tem o significado f´ısico da
inversa˜o do processo representado pelo operador.
14Esta equivaleˆncia vem do fato que os eventos de selec¸a˜o sa˜o ”estat´ısticamente independentes”. Para entender um
pouco mais este conceito pocure pelo teorema de Bayes e probabilidade condicional., Thomas Bayes- matema´tico (Londres,
Inglaterra, 1702 - Tunbridge Wells, 1761).
15Leˆ-se o s´ımbolo † como dagger, termo anglosaxoˆnico que significa adaga.
16As func¸o˜es de transformac¸a˜o, 〈a|b〉, sa˜o nu´meros complexos, e a linha sobre estes nu´meros e´ interpretada aqui como
complexo conjugado.
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8 Representac¸a˜o Matricial de um Operador
Como foi tratado nas primeiras sec¸o˜es, os s´ımbolos de medida
Ma = |a〉 〈a| e, Mab = |b〉 〈a| , (57)
extraem informac¸a˜o de um sistema, originando um outro sistema, com caracter´ısticas espec´ıficas; estes
s´ımbolos, junto com os observa´veis A e B, sa˜o considerados na linguagem matema´tica como operadores,
que sa˜o entidades que agem sobre determinados objetos extraindo informac¸a˜o deles. Estes operadores, assim
como nossos observa´veis e s´ımbolos de medida, podem ser representados equivalentemente. Como vimos
na relac¸a˜o (16), um s´ımbolo de medida de uma classe pode ser posto em func¸a˜o dos s´ımbolos de medida
associados com um outro observa´vel. Assim, podemos ver que, se tivermos o s´ımbolo de medida Ma, podemos
expressa´-lo em func¸a˜o dos s´ımbolos de medida associados com B, fazendo uma medida completa da seguinte
forma
Ma =
∑
b
MbMa =
∑
b
〈b|a〉Mab . (58)
Consequ¨entemente, se tomarmos de uma forma geral um observa´vel X, por exemplo, podemos expressa´-
lo pela sua influeˆncia sobre sistemas caracterizados por observa´veis conhecidos. Assim, se medirmos X
sobre um sistema que esta´ totalmente caracterizado por A⇒ {Ma, E[A]}, e depois colocarmos na sa´ıda da
operac¸a˜o representada por X uma medida completa, digamos, de B ⇒ {Mb, E[B]}, ter´ıamos X em uma
representac¸a˜o mista dada por elementos de A e B, da seguinte forma
X =
∑
b
∑
a
MbXMa =
∑
b
∑
a
|b〉 〈b|X |a〉 〈a| (59)
=
∑
a,b
〈b|X |a〉Mab ,
o que nos mostra a possibilidade de expressar qualquer operador por meio da sua influeˆncia sobre um sistema
conhecido.
Uma das caracter´ısticas interessantes deste tipo de representac¸a˜o, e´ que quando os conjuntos E[A] e
E[B], sa˜o discretos, dada a estrutura dos produtos entre operadores, os elementos 〈a|X |b〉, em (59) podem
ser considerados como os elementos de uma representac¸a˜o matricial do operador X, numa base mista de um
espac¸o vetorial17.
A forma (59) permite expressar o produto de dois operadores como
XY =
∑
a
∑
d
〈a|XY |d〉Mda ,
de onde e´ derivado
〈a|XY |d〉 =
∑
b
〈a|X |b〉 〈b|Y |d〉 .
Os elementos da representac¸a˜o matricial de X podem ser expressos de uma forma equivalente pelo funcional18
trac¸o
Tr{M baX} = 〈a|X |b〉 ,
onde podemos observar que, lembrando a propriedade (25) e a linearidade do funcional, temos o seguinte
Tr{M baX} = Tr
{∑
c
∑
d
〈c|X |a〉 〈b| d〉Mdc
}
=
∑
c
〈b| c〉 〈c|X |a〉 = 〈a|X |b〉 ,
em que um caso particular e´ dado por
Tr {MaX} = 〈a|X |a〉 .
De fato, o nome trac¸o vem da relac¸a˜o:
Tr {X} = Tr {1 ·X}
= Tr
{∑
c
Mc ·X
}
=
∑
c
〈c|X |c〉 .
17Este racioc´ınio e´ uma das primeiras indicac¸o˜es a respeito de uma poss´ıvel associac¸a˜o com espac¸os vetoriais da a´lgebra de
medida.
18A palavra funcional se aplica aqui ao objeto que associa operadores a escalares.
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As matrizes que representam os operadores adjuntos sa˜o matrizes conjugadas complexas e transpostas
das matrizes que representam os operadores originalmente. Assim, o operador adjunto associado a X e´ dado
por
〈a|X† |b〉 = 〈b|X |a〉.
Como casos especiais das representac¸o˜es anteriores, temos que se X = 1, em Tr{M baX}, obtemos
Tr{(X = 1)M ba} = 〈a| (X = 1) |b〉 = 〈a|b〉 .
9 Valor Esperado
Trataremos do valor esperado de uma propriedade A o que e´ obtido multiplicando um valor particular a
pela probabilidade de obteˆ-lo, uma vez que o estado se encontra inicialmente no estado b de B. Assim,
a probabilidade de obter um valor espec´ıfico a ∈ E[A], quando o sistema esta´ no estado b aportara´ um
valor espec´ıfico a` soma ponderada dos elementos de E[A]. A expressa˜o matema´tica para o valor esperado
〈A〉b = 〈b|A |b〉 e´ dada por:
〈A〉b =
∑
a
p (a|b) a =
∑
a
〈b|a〉 a 〈a|b〉 . (60)
Usando a equac¸a˜o (29), temos que a expressa˜o anterior pode ser posta como
〈A〉b =
∑
a
〈b|a〉 a 〈a|b〉 = Tr
{
Mb
∑
a
aMa
}
.
Podemos enta˜o definir a representac¸a˜o espectral do operador A como A =
∑
a a˙|a〉 〈a|, de tal forma que o
valor esperado 〈A〉b tambe´m pode ser escrito como
〈A〉b = Tr{AMb} .
10 A geometria dos estados
A caracterizac¸a˜o de um sistema microsco´pico por um conjunto A ⇒ {Ma,E[A]}, nos mostra que cada
s´ımbolo de medida Ma = |a〉 〈a| nos da´ informac¸a˜o sobre a existeˆncia de um determinado estado em um
sistema. Como podemos ver, o fato de que estes s´ımbolos representam a extrac¸a˜o de um sub-sistema com
uma caracter´ıstica u´nica, e que o conjunto completo destes sub-sistemas nos permite expressar outros estados
asociados com outros observa´veis, nos leva a pensar os s´ımbolos de medida como projetores sobre elementos
de um espac¸o vetorial complexo, fato que torna poss´ıvel a associac¸a˜o com uma estrutura geome´trica.
10.1 Decomposic¸a˜o de Uma Medida
Como foi dito anteriormente, a sensibilidade de um sistema quaˆntico a` medida torna imposs´ıvel seguir um
estado durante o processo de medida. Desta forma, por exemplo, no processo de medida representado por
MbMa = 〈b|a〉Mab = 〈b|a〉 |b〉 〈a| , (61)
o conhecimento dos estados intermedia´rios entre a e b na˜o e´ um conhecimento u´til no sentido estrito dos
resultados f´ısicos, ja´ que somente importam os estados iniciais (→ a) e finais (b →). Isto, faz com que o
processo representado por Mab = |b〉 〈a|, a mudanc¸a do estado com valor a de A para um estado com valor b
de B, possa ser considerado como um bloco indivis´ıvel.
Apesar disto, a` parte |b〉 〈a| do processo (61), podemos dar uma interpretac¸a˜o um pouco mais abstrata,
em que sa˜o aceitos todos os sistemas que teˆm a propriedade a de A, o sistema ingressante com esse estado
quaˆntico e´ ”destru´ıdo”e depois e´ ”criado”um sistema no estado b de B. Visto dessa forma, o processo de
medida pode ser dividido em duas partes: a destruic¸a˜o de um estado e a criac¸a˜o de outro.
Assim, o s´ımbolo Mab pode ser visto como equivalente ao produto de dois s´ımbolos, 〈a| que representa
a destruic¸a˜o da informac¸a˜o do sistema que tem a propriedade a de A e, |b〉 que representa a criac¸a˜o de um
sistema com a propriedade b de B.
Dada esta nova maneira de interpretar os s´ımbolos de medida, e lembrando a relac¸a˜o obtida em (24),
podemos ver que a relac¸a˜o entre elementos de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de informac¸a˜o no sistema tende a se
parecer com uma relac¸a˜o de ortogonalidade entre vetores de um espac¸o vetorial
−→a i · −→a j = δi,j .
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Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar os elementos |a〉 e 〈b| como vetores de um espac¸o
vetorial complexo e o seu dual, respectivamente.
Do racioc´ınio anterior, podemos ver que todas as propriedades dos s´ımbolos de medida na˜o mudam sob
essa nova interpretac¸a˜o geome´trica.
10.2 A´lgebra Vetorial
Os elementos |a〉 e 〈b|, agora considerados como vetores de um espac¸o vetorial complexo, podem tambe´m ser
considerados como uma representac¸a˜o do estado que criam ou destroem. Assim como os s´ımbolos de medida,
estes elementos podem ser representados em func¸a˜o dos resultados da medida de um outro observa´vel, por
meio de uma medida completa, mas agora devemos considerar os elementos | 〉 〈 | como os projetores
sobre um espac¸o vetorial associado com o observa´vel que representam. Desta forma, tomando (18), podemos
ver que o estado quaˆntico |a〉, do mesmo modo que seu dual, pode ser representado na base {|bj〉}, por
|a〉 =
∑
j
|bj〉 〈bj |a〉 . (62)
Aqui se faz uso das func¸o˜es de transformac¸a˜o, ja´ que a projec¸a˜o do estado |a〉 sobre cada estado associado
com o observa´vel B implica uma mudanc¸a de representac¸a˜o e, portanto, e´ equivalente a ver um vetor de um
espac¸o vetorial numa outra base, onde os elementos do vetor sa˜o os nu´meros complexos dados por 〈b|a〉.
Isso nos leva a perceber que o elemento 〈a|b〉, pode ser visto como um produto interno entre os elementos
do espac¸o vetorial sobre os nu´meros complexos. Dado que o produto interno esta´ relacionado diretamente
com a geometria do espac¸o [11] , mais precisamente com a norma, o elemento 〈a|b〉 induzira´ caracter´ısticas
geome´tricas que podem ajudar a aplicar esta nova a´lgebra.
Desta maneira, as relac¸o˜es de linearidade impostas pela superposic¸a˜o nas formas em que sa˜o decompostos
os estados estabelecem, junto com as operac¸o˜es ja´ mencionadas, (soma, multiplicac¸a˜o por um escalar e mais
adiante a norma), o que e´ chamado uma ”a´lgebra de estados”.
10.2.1 Ac¸a˜o dos Operadores Sobre os Estados
A ac¸a˜o de medida sobre um sistema, representada pela ac¸a˜o de um operador sobre um objeto abstrato, que
simboliza um estado, pode ser agora realizada de uma forma que nos permite a comparac¸a˜o com procedimen-
tos convencionais da a´lgebra linear. Como podemos ver, se tivermos um sistema representado por um estado
|b〉 e efetivarmos uma medida de um oberva´vel A sobre esse sistema, teremos que traduzir a informac¸a˜o que
temos em |b〉 na linguagem do operador A. Assim, o primeiro passo sera´ representar o vetor |b〉 como uma
combinac¸a˜o linear dos elementos de A, segundo (62) temos
|b〉 =
∑
j
|aj〉 〈aj |b〉 . (63)
Como um segundo passo, podemos fazer a medida do observa´vel A sobre este estado. Para este propo´sito,
usamos a forma espectral desse operador, A =
∑
i ai˙|ai〉 〈ai|,
A |b〉 =
∑
i,j
ai |ai〉 〈ai|aj〉 〈aj |b〉
=
∑
j
aj |aj〉 〈aj |b〉 ,
onde foi usada a relac¸a˜o (24). O resultado anterior, nos permite observar um fato interessante: se o estado
|b〉 = |ai〉 for um estado associado com o operador A, ter´ıamos que
A |aj〉 =
∑
i,j
ai |ai〉 〈ai|aj〉 = aj |aj〉 , (64)
que e´ equivalente, na linguagem da a´lgebra linear, a uma equac¸a˜o de valores-pro´prios. Os elementos |ai〉 sa˜o
elementos de um espac¸o vetorial que representam estados, e por isso sa˜o chamados de vetores de estado, e
o conjunto de vetores {|ai〉}j sa˜o chamados de conjunto de vetores associados ao observa´vel A, ou, simples-
mente, conjunto de vetores-pro´prios de A. O conjunto E[A], sera´ o conjunto de valores-pro´prios de A, ou
espectro de A.
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A representac¸a˜o espectral de um operador, nos permite conhecer como ser´ıa a representac¸a˜o espectral de
uma func¸a˜o deste. Assim, se tivermos, por exemplo, A2, usando (64) encontramos
A2 = A
∑
a
|a〉 a 〈a| =
∑
a
(A |a〉) a 〈a| =
∑
a
|a〉 a2 〈a| .
Portanto, temos que se a func¸a˜o f (A) puder ser expressa numa se´rie de poteˆncias, podemos obter
f (A) =
∑
a
|a〉 f (a) 〈a| .
Com a representac¸a˜o espectral de um operador, podemos construir um polinoˆmio, cujas ra´ızes sera˜o o
conjunto de valores pro´prios, da seguinte forma: dado um elemento a1 ∈ E [A], podemos mostrar que
A− a11 =
∑
a
|a〉 (a− a1) 〈a| ,
de tal forma que se tomarmos todos os pontos do conjunto E [A], temos∏
k
(A− ak) =
∑
a
|a〉
∏
k
(a− ak) 〈a| .
A expressa˜o anterior define um polinoˆmio em a∏
k
(a− ak) ,
que tem suas ra´ızes em cada ponto do conjunto E [A]. Esta equac¸a˜o e´ chamada polinoˆmio caracter´ıstico.
10.3 Func¸o˜es de Onda
O espac¸o vetorial constru´ıdo para descrever um sistema quaˆntico qualquer, fornece uma base para representar
todo estado em que possa estar o sistema. As propriedades do vetor, que representa o sistema, sera˜o expressas
no conjunto de func¸o˜es de transformac¸a˜o associadas com a projec¸a˜o desse vetor em cada um dos elementos
da base do espac¸o vetorial. Esse conjunto de nu´meros e´ conhecido como func¸a˜o de onda. Os vetores de
estado, possuem N nu´meros (componentes, dependendo da dimensionalidade do sistema), associados com
os N elementos da base.
Suponhamos que temos dois sistemas representados pelos vetores de estado |ψ〉 e |φ〉, como temos visto
nas sec¸o˜es anteriores, podemos escreve-los na base {|b〉}, como
|ψ〉 =
∑
b
|b〉 〈b|ψ〉 =
∑
b
|b〉ψ (b) ,
e
〈φ| =
∑
b
〈φ|b〉 〈b| =
∑
b
φ† (b) 〈b| ,
onde
φ† (b) = 〈φ|b〉 .
Se ψ e φ esta˜o em relac¸a˜o adjunta, φ = ψ†, a correspondente func¸a˜o de onda esta´ conectada pela ac¸a˜o de
encontrar o adjunto como
φ (b) = ψ† (b) .
O produto de dois vetores de estado sera´ dado por
〈ψ2|φ1〉 =
∑
b
〈ψ2|b〉 〈b|φ1〉
=
∑
b
ψ†2 (b)φ1 (b) ,
e, em particular,
〈ψ|ψ〉 =
∑
b
ψ† (b)ψ (b) ≥ 0.
15
A geometria dos estados e´ uma geometria unita´ria, ja´ que a norma da func¸a˜o de onda e´ invariante, ou
seja: ∑
b
ψ† (b)ψ (b) =
∑
a
ψ† (a)ψ (a) ,
onde se tem que
ψ (a) =
∑
a
Uabψ (b) ,
e Uab e´ o operador unita´rio que a realiza a transformac¸a˜o entre uma base e a outra.
Para especificar a forma expl´ıcita de Uab, comecemos lembrando que o operador |ψ1〉 〈φ2| e´ representado
pela matriz
〈b|ψ1〉 〈φ2|b〉 = ψ1 (b)φ2 (b) ,
e func¸o˜es de onda que representam X |ψ〉 e 〈φ|X sa˜o
〈a|X |ψ〉 =
∑
b
〈a|X |b〉ψ (b) ,
e
〈φ|X |b〉 =
∑
a
〈a|X |b〉φ (a) .
Substituindo nas expresso˜es anteriores o operador X = 1, obtemos a relac¸a˜o entre as func¸o˜es de onda de um
vetor em duas diferentes representac¸o˜es,
ψ (a) =
∑
b
〈a|b〉ψ (b) ,
φ (a) =
∑
b
φ (b) 〈a|b〉 ,
o que nos permite concluir que
Uab = 〈a|b〉 .
Nota-se que a func¸a˜o de onda que representa |b〉 na descric¸a˜o da base {a} e´
ψb (a) = 〈a|b〉 = φ†a (b) .
Do ponto de vista da a´lgebra de medida, as func¸o˜es de onda φ† e ψ sa˜o matrizes com uma so´ linha ou coluna
cada uma. Dado que qualquer operador Hermiteano simboliza uma quantidade f´ısica, temos que qualquer
observa´vel pode ser representado por um operador Hermiteano, e que qualquer vetor unita´rio simboliza um
estado. Enta˜o o valor esperado da propriedade X no estado |ψ〉 e´ dado por
〈X〉ψ = 〈ψ|X |ψ〉 =
∑
a,b
ψ† (a) 〈a|X |b〉ψ (b) .
Em particular, a probabilidade de se observar o valor a em uma medida relacionada com A feita sobre o
sistema no estado |ψ〉, e´ simbolizada por
p (a|ψ) = 〈ψ |a〉 〈a|ψ〉 = ψ† (a)ψ (a) = |ψ (a)|2 ,
que e´ a nossa definic¸a˜o de probabilidade.
11 Concluso˜es
A visa˜o de Schwinger dos processos de medida em M.Q. permite a introduc¸a˜o da s´ımbologia da medida
que, em uma forma resumida, e´ compat´ıvel com as formas conhecidas mais simples de interac¸a˜o aparelho-
sistema. Esta simbologia permite estabelecer relac¸o˜es ba´sicas entre tais processos e a construc¸a˜o de estruturas
consistentes entre eles. Como pudemos ver ao longo deste artigo, a simplicidade desta abordagem baseia-se
no fato de que e´ necessa´rio apenas o conhecimento de conceitos procedentes da A´lgebra Linear. Desta forma,
a construc¸a˜o de um espac¸o vetorial que esta´ relacionado com a estrutura matema´tica e caracterizac¸a˜o de um
sistema quaˆntico, nos resulta intuitiva. A importaˆncia das transformac¸o˜es unita´rias para as mudanc¸as entre
as diferentes caracterizac¸o˜es de um sistema quaˆntico tambe´m se destaca de maneira natural dentro desta
abordagem.
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Na construc¸a˜o de um espac¸o vetorial para um sistema ao n´ıvel quaˆntico, primeiramente devemos ter em
conta que na˜o conhecemos nada do sistema ate´ realizarmos alguns processos de medic¸a˜o. Estes processos nos
ajudam a encontrar estados que sa˜o associados aos observa´veis nos quais temos interesse. Tais observa´veis
podem tomar uma determinada quantidade de valores que sa˜o associados ao conjunto que chamamos de
espectro, e cada sistema que tem algum desses valores bem definido, e´ dito estar nesse estado (Exemplo: o
sistema que tem o valor bem definido a da quantidade A, se diz estar no estado |a〉), que e´ representado por
um elemento de um espac¸o vetorial complexo como |a〉. Este espac¸o vetorial possui dimensa˜o N , com N o
nu´mero de estados poss´ıveis do observa´vel com que caracterizamos o sistema.
Portanto, na caracterizac¸a˜o de um sistema por meio das medic¸o˜es de um observa´vel, associamos um espac¸o
vetorial complexo (chamado de espac¸o de Hilbert), normado, com uma estrutura de medida bem definida. O
conjunto de estados que constituem o espac¸o vetorial e´ uma base para se escrever qualquer estado poss´ıvel do
sistema. Desta forma, se caracterizarmos o sistema por dois conjuntos de observa´veis, na˜o necessariamente
compat´ıveis, podemos expressar os estados resultantes de uma caracterizac¸a˜o como uma superposic¸a˜o de es-
tados da outra e, desta maneira, podera´ existir uma transformac¸a˜o necessariamente unita´ria entre os espac¸os
vetoriais associados a cada caracterizac¸a˜o, de modo a preservar a norma e outras caracter´ısticas geome´tricas
do espac¸o. Consequ¨entemente, as func¸o˜es de transformac¸a˜o tera˜o grande importaˆncia na construc¸a˜o destas
transformac¸o˜es unita´rias, podendo, assim, ser constru´ıda toda a caracterizac¸a˜o cinema´tica da teoria.
Em um pro´ximo trabalho demostraremos que podemos estabelecer a relac¸a˜o das func¸o˜es de transformac¸a˜o
com a dinaˆmica de um sistema quaˆntico, e como pode-se estabelecer um princ´ıpio geral que e´ conhecido como
Princ´ıpio Variacional de Schwinger.
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